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試題說明：  

1. 本試題含十大題，總分一百分。 

2. 測驗時間：150 分鐘  

3. 請在每一試題所屬頁面作答，若使用試題背面，請標示清楚。  

4. 請完整寫出解答過程。 
5. 本考試卷總共有 14頁(含封面與空白頁面)。 

 

題號 滿分 得分 

1 10  

2 10  

3 10  

4 10  

5 10  

6 10  

7 10  

8 10  

9 10  

10 10  

總分  
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1. 令 ,p q為互質的整數。假設一次多項式 px q 為整係數 n次多項式 

  1
1 1 0

n n
n nf x a x a x a x a

      

的一個因式，試證明 np a 且 0q a 。 
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2. 令b為一個正整數。將正整數 N 表示形如 

2
1 1 0

n n
n na b a b a b a

        

的級數和，其中 00 , , 1na a b   ，稱符號  1 0n n ba a a  為正整數 N 的b進

位表示。舉例來說，因為 5 4 3 237 1 2 0 2 0 2 1 2 0 2 1           ，則

 237 100101 。 

若正整數 A以3 進位表示時為10位數，試問 A以5 進位表示時為幾位數？

( log 2 0.301,   log3 0.477  。) 
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3. 假設
2 2
    ，試證明

1 sin tan
1 sin 4 2

  


      
。 
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4. 已知 ABC 三邊長分別為 7, 9, 8BC CA AB   。假設P為 ABC 內部一點，

且 , ,D E F是P到 , ,BC CA AB各邊垂線之垂足。記 ,  ,  PD x PE y PF z   。

試求出
7 9 8
x y z
  的最小值，並求出此時P點的位置。 
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5. 已知圓 2 2: 1C x y  與圓外一直線 1 : 2L x y  。在 1L 上任取一點P，做圓

C的兩條切線，其切點分別記為 ,A B。令 2L 表示過原點且垂直於 1L 的直

線，Q為線段 AB與 2L 的交點。試證明Q點坐標與P點的選取無關。(所引

用之公式均須證明。) 
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空白頁 
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6. 在平面坐標系中， ABC 的頂點 ( 2, 1), (4, 1)A C   且B在橢圓

   2 21 1
1

25 16
x y 

  上。試計算
sin sin

sin
A C

B


之值。 
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7. 一盒火柴中有 n根火柴棒，阿隆買了兩盒並把它們分別放置於外套兩邊的口

袋裡。每次點火時，阿隆會隨機從其中一個火柴盒拿出一根火柴。假設阿隆

每次點火都會成功且他用完最後一根火柴時，仍然會把火柴盒放回口袋中。 
(1) 若某次點火時，阿隆發現拿出的火柴盒是空的，此時另一個火柴盒裡剩

下 k 根火柴的機率為何？此處 0 k n  。  
(2)根據上述結果，試計算 

22 2 1 2 2
2 2 2n

n n n n
n n n n
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8. 有一數列 na 形式如下：  

第一項 1 1a   
第二項 2 3 5a    
第三項 3 7 9 11a     
第四項 4 13 15 17 19a      
第五項 5 21 23 25 27 29a       
(1)求第 n項所有數字和之一般式，並證明之。 
(2)求 1 2n nS a a a    之一般式，並證明之。 
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9. 若 , , , , ,a b c x y z為實數且滿足 
2 2 2 2 2 216,        25a b c x y z       

   則

1 2 2
a b c
x y z

絕對值最大為何？請詳細說明。 
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10. 假設E為二次方程式 
(1.1) 2 25 4 2 1x xy y    
所決定之曲線，下列步驟將協助我們決定E的圖形。 

(1) 試求出一個 2 2 矩陣
a b

A
c d
 

  
 

滿足 TA A 且 

  2 25 4 2
x

x y A x xy y
y
 

   
 

 

其中 T a c
A

b d
 

  
 

。 

(2) 找出所有滿足 Av v 之組合  ,v ，其中 為一實數且 v為一個非零的 

2 1 矩陣。提示：  2

0
0

Av v A I v 
 

     
 

 

(3) 在(2)的解答中，找出滿足下列條件的兩個組合  1 1,v 與  2 2,v ： 

1 2 1 2 1v v   且 ， 

此處 v 為將 v視為向量時的長度。若 1 2
1 2

1 2

= =
x x

v v
y y
   
   
   

且 ，記 1 2

1 2

x x
C

y y
 

  
 

，試證

明 1 TC C  且 TA CDC ，此處 1

2

0
0

D



 

  
 

。 

(4) 試說明當C的行列式大於 0 時，C為一個旋轉矩陣。 

(5) 令
'
'

x x
C

y y
   

   
   

，將(1.1)中的等式改為 'x 與 'y 的方程式，並描述新的方程式

所決定的二次曲線為何種曲線？ 
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空白頁 
 


